Kapitel 1

Quantenstatistik

In der statistischen Mechanik werden Systeme mit sehr vielen Freiheitsgraden
betrachtet (z.B. ein Gas aus 1023 Teilchen) die sowohl untereinander als auch
mit ihrer Umgebung wechselwirken kénnen. Da es sich um ein Vielteilchensyste-
me handelt, bei denen es unmoglich ist, das Verhalten jedes einzelnen Teilchen
zu berechnen oder zu messen, beschrinken uns darauf zeitliche Mittelwerte iiber
das System zu bestimmen. Zu deren Berechnung reichen - wie wir in den néchs-
ten Kapiteln sehen werden - schon wenige globale Informationen aus.

Beispiel

Bevor wir mit der alllgemeinen Beschreibung des Problems beginnen, be-
trachten wir ein einfaches Beispiel das uns zeigt, wie ein quantenmechanisches
System durch Wechselwirkung mit einem zweiten System so verindert werden
kann, dass Interferenzeffekte -die typisch sind fiir die Quantenmechanik - ver-

wischt werden.
Das Modell besteht aus einem Spin 1/2 Teilchen im Magnetfeld in z-Richtung

mit dem Hamiltonoperator
- 1 0
a=c(y %) (1.1

Zu den Eigenwerten + € von H gehoren die Eigenzustéinde

0>:<(1)> und |1>=<‘1)> (1.2)

Der allgemeinste Zustand des Systems ist die Linearkombination
[¥) = al0) +b]1) (1.3)

mit komplexen Koeffizienten a, b. Der Erwartungswert eines Operators A, der
in dem von {|0) |1)} aufgespannten Raum wirkt, ist

(| Ay = a*a (0| A]0) +a*b (0] A[1) +b*a (1] A[0) +b*b (1| A[1) (1.4)
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2 KAPITEL 1. QUANTENSTATISTIK

Betrachten wir jetzt dazu noch ein zweites Spin 1/2 System B mit dem

Hamiltonoperator
- 1 0
Hp =¢p ( 0 —1 > (1.5)

und den Eigenzstéinden |0) 5 ,|1) 5 so sind alle moglichen Produkte |i) |o) 5 mit
1=0,1 und a = 0,1 Eigenfunktionen von H + Hg. da beispielsweise gilt

(£ +Hg) 10)10)5 = (= +22)[0) [0) 5 (1.6)

Insbesondere ist die Linaerkombination

|9) = al0)|0)5 +b[1) 1) (1.7)

ein moglicher Zustand des Gesamtsystems.

Wir nehmen nun an, dass der Opertor A nur auf die Eigenzustéinde {|0) |1)}
wirkt, (und damit Eigenschaften des ersten Systems gemessen werden kon-
nen),wir aber auf das System B nicht zugreifen konnen. Bilden wir in Analogie
zu (1.3) den Erwartungswert (¢| A|¢) so zerstort der EinfluB von |0), ,[1) 5
da (a|a’)p = 0w gilt, alle interfernzterme im Vergleich zu (1.4).

(¢ Alo)

= a"a (0] A|0)(0(0)5 +a’b (0] A[1)(0[1)p +b%a (1 A[0)(1]0)p + b7 (1] A[1)(1]©H

a*a (0] A10) (0|0)p +b*b (1] A[1)(1[1)5
= a*a (0| A[0) +b*b (1] A1)

1.1 Beschreibung eines an die Umwelt gekoppel-
ten Systems S

Wir betrachten ein System S das aus sehr vielen Teilchen besteht und an den
"Rest der Welt" R gekoppelt ist.

7 ﬁiﬁfﬁ’”’é
1y %

Z

Abb. 1.1: Das betrachtete System S ist an den "Rest der Welt" R gekoppelt.
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Der Hamiltonoperator H des Gesamtsystems setzt sich zusammen aus den-
Hamiltonoperatoren Hg und Hp von S und R sowie einem Wechselwirkungs-
term IA{WW ) R R )

H=Hs+ Hgr+ Hyw (112)

Zu H s und H r gehoren Energieeigenwerte F; und E, sowie die orthonor-
malen Eigenfunktionen |¢) und |a) mit

Hg i) = E; |i) und Hg |a) = E, |a) (1.13)

So dass wir den Zustand |¢) des durch H beschriebenen Gesamtsystems
nach der Basis {]i)|a)} entwickeln konnen

[¥) = Ciali) ) (1.14)

Dabei ist der i.a. zeitabhéngige Zustand |¢)) = |9 (t)) normiert,d.h. (¢ |¢) =
1 und die Entwicklungskoeffizienten C; ,, sind (im Gegensatz zur Basis {|7) |a)})
ebenfalls zeitabhingig d.h.C; o = C; o (%).

Wir versuchen nun Aussagen iiber das Teilsystem S zu machen. Dazu be-
trachten wir einen Operator A der einer Messgrofle im System S zugeordnet ist
und daher nur auf {|i)} wirkt. Der Zeitmittelwert (A) von A lautet, wenn wir
das Gesamtsystem betrachten

<A> = lim ;/OTdt (W ()| A (1)) (1.15)

T—o0

wobei mit (1.14) und (a|a’) = §4q folgt

WA @®) = Y Clat)Cia () (o] (il Ali')]a')  (1.16)

i, 3o

= > D Cr, ) Ciat)

i

(i| A|i") (1.17)

Der Zeitmittelwert erstreckt sich damit nur noch iiber den Inhalt der eckigen
Klammer

1T .
Jim /0 dt za:ca (t) Cyr o (t)] (1.18)

1 [T 4
= lim 7/ dtZ‘CZa(t)Ci/’a(t)}e%[%,a(t)—wi/,(,(t)] (1.19)
0 @

T—oo T

Wir folgen nun W. Pauli, der um diesen Ausdruck zu vereinfachen, das Pos-
tulat der zufilligen Phasen machte, wonach sich in (1.19) alle Terme mit
Phasenfaktoren ¢![#i.a()=#i.a(1)] , fiir die gilt ¢, , (t) — @i o (t) # 0 zu Null
herausmitteln. Es bleiben dann in nur Terme mit ¢ = 4’ iibrig, so dass mit
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1
pi—qll_{réo—/ dtZ| (1.20)

der Zeitmittelwert folgende Form erhélt

(4) = s (AR (1.21)

Aus (1.20)folgt, dass die Werte p, positiv sind und die Normierung (¢ 1)) =
1 fithrt dazu, dass ihre Summe Eins ergibt, dh. es gilt

p;>0und Y p, =1 (1.22)

i

1.2 Dichtematrix

Mit der Dichtematrix

p="S"p; i) (i (1.23)
lassen sich die Mittelwerte <fl> als Spur schreiben

<A> = Spur(f)fl) (1.24)
= Y (nlpdn) (1.25)

n

> tnlst) 1A ) (1.26)
— }jm il Ali) (1.27)

wobei wir in (n|i) = d,,; verwendet haben.

Der wesentliche Punkt ist, dass sich durch die Phasenmittelung (nach Pau-
li’s Postulat) alle, iirspriinglich vorhandenen, Nebendiagonalelemente (i| A |i")
mit ¢ # ¢ herausgemittelt haben. Allerdings reduziert sich der Mittelwert

<A> dadurch nicht auf einen festen "reinen"Quantenzustand |é) , man erhilt
vielmehr nach (1.21) fiir </1> den Mittelwert iiber ein Ensemble {|i)} von reinen

Zusténden mit positiven Gewichtsfaktoren p;.

Die Dichtematrix eines reinen Zustandes ist einfach

prein = |Z> <7’| (128)
mit

Spur (ﬁ'reinA) = Z <7’L| prein*AA |’I’L> = <Z‘ A |Z> (129)

n
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Es gilt fiir p,.;p

Prein = 10) (il 0) (il = 18) (il = Prein (1.30)

d.h.
Spur (Prein) = Spur (prein) = Y (nl[i) (il In) = 1 (1.31)

n

Wiihrend fiir die Dichtematriz eins Gemisches gilt

7 Zpl (il p;13) 4 (1.32)

meg (il 15) ¢l (1.33)
- Zpii (il (1.34)

d.h.

Spur (p*) = Spur (Zp?i><il>=zp?<nIi><illn> (1.35)
= Y pi<l (1.36)

Ein "Gemisch" ldsst sich also an Hand der Spur (des Quadrates) des zuge-
horigen Dichteoperators von einem "reinen Zustand" unterscheiden.

Die Dastellung des Mittelwertes

sz il Ali) (1.37)

ist das Hauptergebnis diese Abschnittes. Es zeigt, dass bei einem System das
an die Umwelt gekoppelt ist, zwei Arten von Statistiken auftreten. Einerseits
liefern die quantenmechanischen Mittelwerte (i| A |i) nur statistische Aussagen.
Zum Zweiten kennen wir aber auch die positiven Gewichtsfaktoren p, in der
Dichtematrix nicht. Sie geben jeweils an mit welcher Wahrscheinlichkeit p; das
System in einem Zustand |¢) des Ensembles {|i)} vorliegt und werden in den
néichsten Kapiteln - mit Hilfe der Gesetze grofiler Zahlen und dem Prinzip der
maximalen Entropie - bestimmt.
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Kapitel 2

Wahrscheinlchkeiten und
Gesetze grofler Zahlen

Wir definieren Wahrscheinlichkeiten als relative Hiufigkeiten. Wenn wir bei-
spielsweise eine Miinze werfen und sie zeigt bei N Wiirfen N, mal Wappen und
N_ mal Zahl , dann sind die Wahrscheinlichkeiten p fiir Wappen und p_ fiir
Zahl definiert als

. Ny
b+ = ]VlgnooW (2.1)

Fiir unabhingige Ereignisse gelten die folgenden Rechenregeln:

Di oder j = Pi + Dj (22)

So ist beipielsweis die Wahrscheinlichkeit dafiir dass eine Miinze nach einem
Wurf Wappen oder Zahl zeigt

P+ oder — = D+ +p- = 1 (23)

Weiterhin gilt
Diund j = Di Pj (2.4)

Wenn wir besipielsweise eine Miinze zwei mal werfen, so ist die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass bei beiden Wiirfen Wappen auftritt

P+ und + = P+P+ (2.5)

2.1 Binomialverteilung

Die Wahrscheinlichkeit Wy (n)dafiir, dass beim N maligen Wurf einer Miinze n
mal Wappen aufritt ist

Wy (n) =pf} p¥ " (JD (2.6)

Dabei ist p’} die Wahrscheinlichkeit dafiir,dass n mal Wappen auftritt und
pN " ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei den verbleibenen N —n Wiirfen

7
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die Zahl auftritt. Der Faktor (JZ) gibt die Zahl der Realisierungsmoglichkeiten
dieses Zustandes an und erklirt sich wie folgt: N! ist die Zahl der Anordnungs-
moglichkeiten von N Elementen, n! ist die Zahl der moglichen Anordnungen
von "Wappen” ;| auf deren Reihenfolge es aber nicht ankommt, daher wird
n! abdividiert wird und (N — n)! ist die Zahl der Anordnungsmdglichkeiten von
?Zahl” auf die es ebenfalls nicht ankommt. Fiir die Zahl der Realisierungsmog-
lichkeiten erhalten wir somit das Resultat

= () &7)

Die Binomialverteilung ist auf Eins normiert. Da gilt p; + p_ = 1 folgt

N N
Sy = () =
n=0

n=0
N
= (p++p-)" =1

Der Mittelwert (n) lisst sich folgendermassen berechnen

N
(n) = ZnWN (n) (2.9)
n=0
N
N

— anipN”< )
n=0 n
N

_ a n , N—n N

- X ()

N
a n N—n(N)
= DP+57— Py p_
+8p+,; * n
0 N
o e )
N—-1
= Npi(p++p-)  =Npy

Dabei haben wir zunéchst py und p_ formal als unabhingige Variable be-
trachtet und erst im letzen Schritt py + p_ = 1 gesetzt.
Analog findet man

W) = (rpe) (mai)ipipm(f) (2.10)

n=0
0 7] N
= . a +p- 2.11
<p+ 8p+> (P+ 8p+> (p+ +p-) ( )
= Npy+piN(N+1) (2.12)
Damit wird das fiir das mittlere Schwankungsquadrat
o = ((n—(m)*) = Npy (1 - py) (2.13)

Die relative Schwankung nimmt mit wachsendem N wie ﬁ ab.

—x (2.14)

{n)

2
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2.2 Zentraler Grenzwertsatz

Der zentrale Grenzwertsatz besagt: "Die mittlere Summe vieler gleichverteilter
Variablen ist Gaufiverteilt". Genauer: Falls die Variablen x1,zs... zx alle die
gleichen Verteilungen p (z;) haben, fiir die gilt:

“+o0

/_ dep(x;)) = 1 (2.15)
oo

[ dven) = @)=

+oo

/_ dz 2®p(z;) = (2%) <o

dann folgt fiir die gemittelte Variable

1 N
y = ﬁz;:c (2.16)
J:

im Grenzfall N > 1 eine Gauflverteilung

y2N

P(y) oce G (2.17)

Die Verteilung P(y) lasst sich aus den Verteilungen { p (x;)} berechnen iiber

N 1 N N
Py =] /da?j5 (y - Zm) JJEXED (2.18)
j=1 k=1 =1
Mit

§(2) L / dipe’* (2.19)

:271'

folgt daraus

N
1 . )
Ply) = & / dpe™ [ / duje™ N X i () (2:20)
j=1

= %/dwewy [/ dxewf’p(x)]N

daraus wird mit

) = tog | [ s p(o) (2.21)

P(y) = QL / dipe?veN I () (2.22)
s
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Einschub

Ziel ist die Auswertung eines Integrals vom Typ

Iz/oodxeNf(z)
0

fiir N > 1 unter der Annahme, dass f(x) fiir * ein einziges Maximum hat.
Dann gilt

fl@) =

0 (2.23)
f//(x*) < 0

so dass die Taylorentwiklung von f(z) um das Maximum die Form hat

Fla) = f@*) = 517" (=) (22
Damit wird

z")

_ / N‘f”(x*)

(2.25)

o
~ NI dy e~ !
— 00
_ 2r NfG")
N[ f"(z*)]|

Dabei haben wir zur Vereinfachung der Integration die untere Grenze bei
der y-Integration — —oo gesetzt. Auch diese Nidherung ist unerheblich wenn
wir nur an dem folgendenn Grenzwert interessiert sind:

A}gnoo N log I (2.26)
1 * 1 27
= 1 —logeNIET) L~ e
N (N 8¢ TN N
A

Dabei haben wir verwendet dass gilt

. 1
J\}gnoo )i logN =0 (2.27)

Zuriick zu (2.22).

Es gilt .
(W)= %/dwe‘iw% xp(x)//dxe_w% xp(z) (2.28)



2.2. ZENTRALER GRENZWERTSATZ 11

Da der nach (2.15) Mittelwert von z verschwindet, gilt

f (") =0 fir v* =0 (2.29)
Weiterhin gilt
" % T\ 2
£y = = [ao(5) @) [doo) (2:30)
(z?)
%
und
rw) = tog| [ dono)] (2.31)
= logl=0
So dass wir in Analogie zu (2.25) insgesamt erhalten
P(y) = 217T/dwe“"ye‘w?<35V> (2.32)
Da gilt
/ dipe W+ = \ﬁeii (2.33)
a
folgt mit b = iy und a = <;N>
N —_2.N
Ply) = | ——ce 27 2.34
) =\ e (234

Es fiihren mehrere Wege zum zentralen Grenzwertsatz:

Wir beschreiben hier noch eine Herleitung, bei der wir in (2.20) bei jedem
der Faktoren

I, = /dxiefw’%“p (x;) (2.35)
fiir N > 1 die Exponentialfunktion e~ NTibis zur Ordnung % entwickeln
1 1 1

I = /dxi (1 — iy — ¥ el + ) () (2.36)
Mit (2.15) folgt
2 (-2)
Li=1-— 1/)2% ~ eV et (2.37)
Wenn wir dieses Resulat in (2.20) einsetzen folgt
1 ;
Ply) = 57 [ dvee - (2.38)
™

wobei jetzt im Exponenten% statt ﬁ steht, da wir iiber die NV Variablen
(22) = (2®) summieren mussten.Das Resulat (2.38) ist identisch mit (2.32)
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Kapitel 3

Shannon Information

Abb. 3.1: Systeme mit zwei vier und sechzehn moglichen Zusténden, die
jeweils alle mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten. Dementsprechend sind
eine, zwei und vier Ja-Nein Fragen notig um das System (hier dargestellt
durch einen Punkt) in einem Zustand zu lokalisieren.

Wenn ein System vorliegt, das mit gleicher Wahrscheinlichkeit in zwei Zu-
stinden sein kann (Abb. 3.1) dann bendtigen wir eine Ja-Nein Frage um fest-
zustellen in welchem Zustand sich das System befindet. Unsere Unkenntnis ist
dann 1 bit. Umgekehrt sparen wir uns eine Ja -Nein Frage wenn wir erfahren in
welchem Zustand sich das System befindet, wir gewinnen dann die Information
I = log,2 =1 bit. Bei einem System mit 4 moglichen gleichwahrscheinlichen
Zstanden benotigen wir 2 = log, 4 Ja-Nein Fragen um festzustellen in welchem

13
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Zustand es ist. etc. . Wenn ein System mit N gleichwahrscheinlichen Zusténden
vorliegt gewinnnen wir die Information

I =logy N (3.1)

wenn wir erfahren in welche Zustand sich das System befindet. Vorher war
unsere Unkenntnis /.

Abb. 3.2: Claude Shannon
1916-2001

I ist das sogenannte Shannon’sch Informationsmafi das bis auf (eine Kon-
stanten Faktor) )mit der Boltzmannschen Entropie iibereinstimmt. Die Shannon
Information sagt nichts iiber den Wert der Information aus. Es ist egal, ob Sie
jemandem auf die Frage ob er noch eine Tasse Tee haben kann mit Ja antworten
oder ob Sie die Antwort Ja am Traualtar geben, in beiden Fiillen gewinnt der
Fragesteller - unter der Annahme, dass die Wahrscheinlichkeit fiir Ja oder Nein
jeweils 50% war- die Information 1 bit.

Wir kénnen I durch die Wahrscheinlichkeiten ausdriicken mit den ein System
die moglichen Zustidnde einnimmt. Im einfachsten Fall, dh. fiir zwei mogliche
Zustinde mit den Wahrscheinlichkeiten p = %

gilt rein rechnerisch

1 1 1 1
was die Verallgemeinerung
I'=1=—(plogyp+ (1 —p)logy(1—p)) (3.3)

nahelegt.
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Wir kénnen zeigen dass richtig ist, indem wir eine Miinze betrachten, die mit
den Wahrscheinlichkeiten p und 1 —p Wappen oder Zahl zeigt. Nach m Wiirfen
ist die Zahl der moglichen ZusténdenN | die zu den Mittelwerten (m.) = pm
und (m_) = (1 — p) m gehort, (in Analogie zu (2.7) gegeben durch

m)!
~ (pm)t[(1 = p)m]!

Unter Verwendung der Stirling’schen Formel!

m! ~ (ﬂ)m (3.5)

e

(3.4)

folgt

m!
No= gyl (3.6)

~ oy {(fl_)p)m}(lp)m (3.7

(&

= -t (3.8)

Damit wird die mitlere Anzahl der ja-Nein Fragen die nétig sind um den
Zustand des Systems nach m Wiirfen zu lokalisieren fiir m > 1

1
I'=—log, N =—plog, p— (1 —p)logy(1 —p) (3.9)

v

0 |

Abb. 3.3: Die Funktion I = —plog,p— (1 —p)log,(1 — p) gibt die mittlere
Information an, die man gewinnt, wenn man erfihrt ,dass eine Miinze, die mit
der Wahrscheinlichkeit p bei einem Wurf Wappen zeigt wirklich Wappen zeigt.

I hat erwartungsgemsfl das Maximum bei p = 3.

U Fiir m > 1 gilt: logm! =Y 1", logn ~ [[™ dzlogz = mlogm — (m — 1)
g (2)
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Die Verallgemeinerung von auf N Zusténde lautet

N
== pilog,pi (3.10)
=1

"Liegt ein System mit den Wahrscheinlichkeiten p; in i = 1...N mdglichen
Zustdnden vor, so misst I unsere Unkenntnis iber das System. Wenn wir er-
fahren in welchem Zustand i* sich das System befindet, so gewinnen wir die
mittlere Information I bit".

i

Ludwig Boltzmann 1844-1906

Die Shannonsche Information ist proportional Boltzmann’schen
Entropie 2

S=kp(log2)I (3.11)

dabei ist kp die Boltzmann’sche Konstante, deren Bedeutung wir spiter
erldutern werden.

2Ludwig Bolztzmann hat als erster die Entropie als Ma$ fiir die Unordnung eines Systems
erkannt. Die Formel S = kjlogW ,wobei W die Zahl der Realsierungsméglichkeiten eines
Systems ist ,ist auf seinem Grabstein auf dem Wiener Zentralfriedhof eingemeifielt. Wegen der
anschaulicheren informationstheoretischen Deutung sind wir hier nicht historisch vorgegangen,
sondern haben die Entropie iiber das Shannon’sche Informationsmaf eingefiihrt.



Kapitel 4

Prinzip der maximalen
Entropie

Im Grenzfall langer Zeiten gilt nach Boltzmann das Prinzip der Maxima-
len Entropie, d.h. ein System strebt den Zustand an, fiir den die Zahl der
Realisierungsmoglichkeiten fiir das System maximal ist und daher unsere Un-
kentnis iiber das System am grofiten wird. Boltzmann erkiirte seinen Kinder das
Pinzip so: "Wenn ihr im Wald spazieren geht, so finder ihr die Blétter niemals
wie Banknoten zu Biindeln geordnet iibereinander liegen, sondern voéllig unor-
dentlich am Boden verteilt. Dieser Zustand hat, da man die Blitter beliebig
umordnen kann, die grofite Zahl an Realisierungsmoglichkeiten und wird, wie
man sieht, in der Natur angenommen."

Ein schones Beispiel an dem man das Prinzip der maximalen Entropie ver-
anschaulichen kann, bietet das Ehrenfest’sche Flohmodell.

4.1 Ehrenfest’sches Flohmodell

17
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Paul Ehrenfest 1880-1933

Flohe die anfangs ungleich auf zwei nebeneinander sitzende Hunde verteilt
sind, springen statistisch zwischen den Hunden hin und her, so dass sich die
Populationen im Laufe der angleichen und die mittlere Zahl der Flohe auf beiden
Hunden gleich wird.

Flohmodell

Die Gesamtzahl der Flohe ist N . Auf "Hund Eins Bitzen N; Flohe und
auf "Hund Zwei" N — N;. Die Wahrscheinlichkeit dass ein Floh abspringt ist
proportional zur Zahl der Flohe auf einem Hund. Damit wird die Wahrschein-
lichkeit P**! (Ny) zur Zeit t + 1 auf "Hund Eins"N; Flshe zu finden

Ny +1 N— (N, —1
Pf“(Nl):Pt(N1+1)71N+ +Pt(N171)7( 1=

= (4.1)
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Dieser Ausdruck erklirt sich folgendermafien. Die Wahrscheinlichkeit auf
"Hund EinsBur Zeit ¢ + 1 , N7 Flohe zu finden ist gleich der Summe aus
zwei Wahrscheinlichkeiten, die zu Auf- und Abspringrozessen gehoren: Der erste
Term in (4.1) ist die Wahrscheinlichkeit, dass zur Zeit ¢ auf "Hund Eins"N; +1
Flohe salen und einer mit der Wahrscheinlichkeit % absprang. Der zweite
Term ist gleich der Wahrscheinlichkeit, dass zur Zeit ¢, N; — 1 Flohe auf "Hund
EinsBaflen, und ein Floh sprang mit der Wahrscheinlichkeit % = W auf
von "Hund Zweiduf "Hund Eins".

Die mittler Anzahl

(N1)' = Y~ P(N)M, (4.2)

der Flohe auf "Hund Eins"folgt indem wir mit N7 multplizieren und sum-
mieren ',der Gleichung

(- = (1 - fv) (<N1>f - {j) (43)

d.h.
(N) — g = (1 - ;)t <<N1>° - ]2V> (4.4)

Wenn zur Zeit ¢ = 0 kein Floh auf Hund eins sa ((N1)° = 0) néhert sich dessen
mittlere Population im Laufe der Zeit exponetiell dem Mittelwert N/2

(N1>t:J;[l1— (1—%)1 zg[l—efﬁ} (4.5)

IBei der Summierung wurde beachtet, dass gilt: 2%1:0 N2PY(N1 + 1) = g;rol(L —
1)2PY(L)
~ SN o (L—1)2PYL) = (N1)® —2(N1) + 1
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1 >

0 s00  Zeit

Abb. 3.3 Simulation des Flohmodells mit N = 100 Flshen. Dabei worde von
it = 1..N in jedem Zeitschritt ein Floh ¢* zufillig ausgewihlt und sein Wert
."Floh sitzt auf Hund Eins oder auf Hund Zwei"mit der Wahrscheinlichkeit %
zufilllig ausgewdiirfelt. Man sieht deutlich wei das sytem im Lauf der Zeit den
Zustand N1/N = 1/2 anstrebt und sich dadurch eien Zeitrichtung im System
auszeichnet, obwohl dessen Dynamik vollig symmetrisch in der Zeit ist, da
beide der moglichen Sprungrichtungen der Flshe mit gleichen
Wahrscheinlichkeiten auftreten

Diese Anniherung an das Gleichgewicht kommmt dadurch Zustande, dass
fiir groBe Zeiten alle moglichen 2V Zustéinde des Systems gleichwahrscheinlich
werden und die Verteilung P! (Np) sich einer Binomialverteilung P> (N;) =
Q’N(J]\Yl) annghert die (4.1) im Grenzfall ¢ — oo lost da gilt

(JJ\D - <N1N+ 1) Nl]\j -+ <N1N 1>N_(xl_1) (4.6)

Die Auszeichnung einer Zeitrichtung in diesem Ausgleichsprozess entsteht
dadurch, dass der gleichverteilet Zustand die maximale Zahl (ﬁ ) von Reali-
2

sierunsmoglichkeiten hat und da fiir sehr grole Werte von N (mit der Stir-
ling’schen Formel) gilt

2

lim (JJX) =N (4.7)

N —o0

auch jede statistisch erzeugte Konfiguration mit mit Wahrscheinlichkeit 1 zu
diesem Zustand gehort.
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N

0.5

1600' Zeit

Abb. 3.3: Simulation des Flohmodells mit N = 10 Flsohen nach dem gleichen
Prinzip wie in Abb. 3.3. Die kleine Zahl N fiihrt dazu, dass das System schon
innerhalb von 1000 Zeitschritten zum Ausgangszustand (0 Flohe auf Hund
Eins) zuriickkkehrt

. Wichtig ist dabei, dass diese Auszeichnung der Zeitrichtung eine Auswir-
kung der Grofle von NV ist, die es eben nur sehr unwahrscheinlich macht, dass
das System zum AnfangszustenN; = 0 zuriickkehrt. Wie die Simulation in
Abb. 3.5 zeigt, kehrt fiir einen kleinen Wert N = 10 das System schon nach
etwa 210~ 1000 Zeitschritten wieder in den Anfangszustand zuriick. Die Zei-
trichtung ist also darauf zuriickzufiihren, dass ein grofles System im Laufe der
Zeit den Zustand maximaler Unordnung mit einer maximalen Anzahl von Rea-
lisierungsmoglichkeiten annimmt. Die Entropie dieser Verteilung strebt daher
im Laufe der Zeit einem Maximum zu.

Wir verwenden dieses Prinzip nun um die Wahrschienlichkeiten in der Dich-
tematrix zu bestimmen. Die Idee ist, dass wir iiber dies Wahrscheinlichkeiten
nur sehr wenig wissen und ad Prinzip der maximalen Entropie uns hel-
fen wird die (oft wenige) vorhandene Information, als Nebenbedingungen in die
Wabhrscheinlichkeiten einzubauen.

4.2 Gleichverteilung

Der einfachste Fall tritt auf, wenn wir als Nebenbedingung nur die Aussage
haben, dass die Wahrscheinlchkeiten {p; }normiert sind

N
Zpi =1 (4.8)
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Wir bestimmen nun das Maximum von S unter dieser Nebenbedingung. Da
es um die Lage des Maximums zu finden, auf die Vorfaktoren in S nicht ankommt
maximieren wir statt (3.11)

N
S =(log2)I =— Zpi log p; (4.9)
i=1

Indem wir die Nebenbedingung (4.8) iiber den Lagrangeparameter A be-
riicksichtigen suchen wir das Maximum der Funktion

N N
A= —Zpilogpi—A (sz‘—1> (4.10)
1=1 =1

Aus
—A=—-logp; —1—-A=0 (4.11)

folgt
pj=e 7 (4.12)

und die Nebenbedingung liefert

N
Zpl = Neili}\ = 1 (4.13)
i=1
d.h. die Gleichverteilung
1
= — 4.14
p.] N ( )

Da ein vollig isoliertes System physikalisch wenig realistisch ist, wenden wir
uns nun einem System zu, dessen mittlere Energie durch Ankopplung an ein
Wirmebad vorgegeben wird.

4.3 Boltzmannverteilung

Jetzt geben wir die mittlere Energie
N
(B) =Y piF (415)
i=1

des Systems vor. Indem wir die zwei Nebenbedingungen (4.8,4.15) bei der
Maximierung der Entropie iiber zwei Lagrangeparameter beriicksichtigen suchen
wir in Analogie zu (4.10) das Maximum der Funktion

N N N
B=- Zpi logp; — A1 (sz - 1) D) <Zp7E1 - (E)) (4.16)

AuS
3 j ng A )\2 7 ( . )
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folgt
pj=e 1T Me N2 (4.18)
Mit den Abkiirzungen
7 = et (4.19)
Ay = 0 (4.20)
wird aus
G 1.21
pi=—7 (4.21)
Die Normierung liefert
N N e~ BE:
] = S = .
dri=— (4.22)
i=1 i=1
d.h.
N

Z=> " (4.23)

i=1

Z entsteht durch Summation iiber alle Zustéinde des Systems und wird daher
als Zustandssumme bezeichnet.
Aus der Nebenbedingung folgt

N
(B) = %ZEiefﬁEi (4.24)
=1
N _ .
. Eie BE;
- ZEZ_A} e (4.25)
i=1
9 N
= ——log (Ze—ﬁEi> (4.26)
85 1=1
= f%logZ (4.27)

Es stellt sich die Frage nach der physikalischen Bedeutung des Lagrangepa-
rameters 3.

4.3.1 Physikalische Bedeutung von (

Wir berechnen nun die Zustandssumme Z fiir ein Gas aus freien Teilchen
und folgern aus der bekannten Zustandsgleichung des idealen Gases, dass gilt:
8= kE%T . Dabei misst die Temperatur 7' des Systems die mittlere kinetische
Energie der Teilchen.

Fiir ein eindimensionales Teilchen der Masse m gilt die Schrédingergleichung

n? 9?
© 2m Oz2

Y =Ey (4.28)
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wobei wir periodische Randbedingungen auf der Linge L fordern

Y@+ L) = () (4.20)
Die Losungen von (4.28) sind

1
) = —=e"* 4.30
Vi) = (4.30)
und gehore zum Energiewerten
h2k?
E, = 4.31
=5 (431)
Die Randbedingung (4.29) fiihrt zu der Forderung
el =1 (4.32)
d.h.
kL =27mn mit n =0,£1,+2, ... (4.33)
Damit werden die k Werte abzihlbar
2
k= %n (4.34)
und es gilt
Rk R (2’
E, = = — =) n? 4.
"7 Tam 2m (L) " (4.35)
Die Zustandssumme Z hat daher die Form
Z= Y et (4.36)
n=-—oo

Wir wandeln diese Summe in ein Integral um, indem wir ausnutzen, dass der

Abstand der k Werte

27

L

fir L — oo nach Null geht, d.h. es gilt indem (4.36) wir mit %Ak =1
multiplizieren

Ak (4.37)

L oo
7 = DAY (4.38)
L [t
- o dke=PEx (4.39)
L +Oo 12 2
= & dke =P "7 (4.40)

Mit der Substitutin k& = xﬂfé folgt daraus

1 L +oo h2a? 1
Z = 5752—/ dze” 2m = 87 2const. (4.41)
™

— 00
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wobei const. eine von 8 unabhingige Konstante ist
L [*e° 1242
const. = —/ dze™ "7 (4.42)
2 J_ o

die nach (4.24) bei der Berechnung von (E) = —% log Z herausfiillt, so dass
fiir ein Teilchen in einer Dimension gilt

8 8 _1 1 -1
E)y=——logZ=—-——1 2 =— 4.43
(E)=-3 5 log 95 og 3 50 (4.43)
Fiir einTeilchen in drei Dimensionen erhalten wir in Analogie dazu (vergl.
4.38)

L 3 r4oo 2 (k2 +52 412

Zs = (2> / d@dkzdkxe*ﬁi( i) (2,)° (4.44)
™ — 00

Und fiir N unabhéngige Teilchen in drei Dimensionen schliellich
Zsn = ()N < p7F (4.45)

Fiir die mittlere Energie von N Teilchen die sich in einem dreidimensionalen
Volumen L2 bewegen erhalten wir somit das von i unabhiingige Resulat

0 3N
E)y = ——logZ3ny = — 4.46

Wir kénne also das Ergebnis (4.46) mit dem eines klassischen idealen Ga-
ses vergleichen (die Quantenmechanische Formulierung diente bei der obigen
Herleitung lediglich zur zur Abzihlung der Zusténde).

Zur Berechnung des Druckes eines idealen Gases.

Der Druck auf eine Fliche F' durch die Teilchen eines Gases im Volumen
V die in der Zeit dt mit der Geschwindigkeit v,, aufprallen ist bestimmt durch
das Produkt aus:
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Dichte % der Teilchem x Volumen der in der Zeit dt aufprallenden
Teilchen x Impulsinderung pro Sekunde (= Kraft) pro Teilchen

P, = (J‘\/f) (Fuydt) (2";:$> /F (4.47)

De mittlere Druck P = (P,,)wird dann, wenn wir nur iiber alleTeilchen

mitteln die in positiver x Richtung auf F auftreffen (das sind die Hilfte der
Teilchen die sich in x Richtung bewegen)

P=(P, )= % (mv2) = gz (E,) (4.48)

Nach (4.43) gilt (E,) = % ~1 so dass zusammen mit (4.48) folgt

PV =Npg~* (4.49)

Der Vergleich mit der Zustandsgleichung eines idealen Gases mit der Tem-
peratur T'

PV = NkgT (4.50)
liefert das gesuchte Resulat
b= (451)
kT ’

Die mittlere Gesamtenergie des Gases wird
1
(E) = 3N§kBT (4.52)

und mittelere Energie pro Freiheitsgrad eines idealen Gase mit der Tempe-
ratur 7' hat somit den Wert

1
ShuT (4.53)
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4.4 Gibbs’sches Paradoxon

Vi

Vs

Vi +V;

Gibbs’sches Paradoxon: Bei einem idealen Gas ist die Entropie des
zusammengesetzten Systems S(V; 4+ V5) nicht gleich der Summe aus den
einzelnen Entropien S(V; + Vo) # S(V1) + S (Va)

Das Paradoxon besteht darin, dass aus klassischen Formel fiir die Entropie
eines idealen Gases (das falsche Resultat) folgt, dass die Entropie eines aus zwei

Teilen zusammengesetzten Sys
Einzelsysteme ist. Die Losung

tems nicht gleich der Summe der Entropien der
erfolgt, indem man durch einen Faktor bei der

Berechnung der Entropie beriicksichtigt, dass die Teilchen identisch sind.

Wir beginnen mit der Berechnung der Zustandssumme Z;eines Teilchens in

einer Dimension. Nach (4.41)

Al

d.h.

wobel

gilt
L )2
= = / dk e=P (4.54)
— E/dp 67,327”
_ L [2mm
= s
L
A
L
Z) = Y (4.55)
h
= (4.56)

V2rmkgT

Dieser Ausdruck (4.56) ist von der GroBenordnung der thermischen de
Broglie Wellenlinge A7, denn es gilt

(E)

=
=

1

o (r?) = %k:BT (4.57)
p=v{p?) = vVmkpT
ol b

P \ kaT
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So lange wie die thermische de Broglie Wellenléinge sehr viel keiner ist als
der mittlere Teilchenabstand a
Ar K a (4.58)

kénnen Quanteneffekte vernachlissigt werden. Wir werdn dies im néchsten
Abschnitt im Rahmen der "quasiklassischen Ndherungiusnutzen.

Fiir die kanonische Gesamtheit mit

e PE;

= (4.59)
wird die Entropie
S = —kgp Zpi log p; (4.60)
e_ﬁEi

= _kBZ Z (—BE; —log Z)
= kp(B(E)+logZ)
Fiir ein ideales Gas gilt nach (4.52)

(E) = gNkBT (4.61)

Dadie N Teilchen unabhiingig voneinander sind folgt fiir die Zustandsumme

Z eines idealen Gases
3N vAY

Damit wird die Entropie des idealen Gases
3 |4
S=kp [QN + Nlog <)\3ﬂ (4.63)

Fiir zwei Systeme mit N1, V; und No, V5 folgt

S(N1, Vi) + 8 (Ng, Va)

3 Vi
kB |:2N1 + Nl log ()\3):|

3 \%
+kp [2]\72 + Ny log (/é)}

3 Vi + V
£ kg [2(N1+N2)+(N1+N2)log< 1; 2)}
= S(Ny+ Ny, Vi +V3)

Die obige Entropie (4.63) ist nicht extensiv obwohl dies zu erwarten ist,
da die Zahl der Realisierungsmoglichkeiten eines zusammengesetzten Systems
gleich dem Produkt der Realsierungsmoglichkeiten der Einzelsytems ist (man
denke nur an zwei Wiirfel ) und daher die Entropien (als Logarithmen dieser
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Grofien) sich addieren sollten.

In der Zustandssumme

N\ 3 e
7 = (h) /dgpl.../dgpNe_ﬁ(pﬁ“'pN)

gehoért zu allen N! Permutationen
(4.65)

(4.64)

PN DN—1-----P1

der gleiche Zustand, da es sich um identische, d.h nicht unter-

scheidbare Teilchen handelt.
Zustandssumme muss daher korrigiert werden zu

z- L (L " &3 d3p e~ T (FitP) (4.66)
N\ p1--- PN .
Dies liefert v
log Z = N log ()\5) — log N! (4.67)
woraus fiir N > 1 mit derStirling’schen Formel N! ~ (E)N folgt
log Z = N(lo <V) +1) (4.68)
& B\ VA '
Dies fiihrt zu einer extensiven Entropie
5 v
= kN |- +1 — 4.
S B [2+ og (N)ﬁ)} (4.69)
5 1
N |=+1 —
tor |5 s (55
fiir die gilt
(4.70)

S(N1, V1) + 8 (N2, Vo) = S(N1 + N2, V1 + V3)

da die Dichte p = % fiir alle betrachteten Systeme gleich grof} ist

i Vo Vi+V,
S 471
P=N, " N, N,+N (4.71)

4.5 Zustandsdichte

Wir schreiben nun die Zustandssumme
(4.72)

Z = Ze‘ﬁEi
i
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in der Form?
7 = / dEp (E)e PP (4.73)

und berechnen die dabei auftretende Zustandsdichte p (E) fiir das ideale
Gas. Der resultierende Ausdruck vermittelt ein anschauliches Bild dafiir, dass
die relativen Fluktuationen in einem thermodynamischen System mit sehr vielen
Freiheitsgraden klein sind.

Die Zustandssumme Z fiir ein Teilchen eins idealen Gases in einer Dimension
ist nach (4.41)

L o2
Z=5 / dpe=Pim (4.74)
dabei ist Id
Tp (4.75)

die Zahl der Zustinde im Phasenraumvolumen
Ldp (4.76)

(Nach der Heisnberg’schen Unschérferelation benétigt ein Zustand im zweidi-
mensionalen Phasenraum mindestens das "Volumen" Az Ap ~ h) .
Mit

E = 2an (4.77)
p = 2mkE
dE = Lap
m
m
dp = |——=dE
P °F
folgt
Z = % / dpe™P 3w (4.78)
L [ m
= 27 [ dEy/-=e PP
h /O 2E°
= dE p(E)e PE
0

wobei die Zustandsdichte p (E) gegeben ist durch

L L ,
p(B) =274 /% = VB (4.79)

’In Z = > e PEi wird iiber ale Energiczustinde F; summiert. Falls mehrere Energie-
zustidnde entartet sind tritt der gleiche Faktor in der Zustandssumme mehrfach auf nd wir
konnez schreiben als Z = 3, pkefﬁEk wobei die Summe jetzt iiber alle verschiedene Energie-
zustinde Ey lduft und p; den entartungszustands des jeweiligen Energienievaus angibt. Die
Enrgiezustandsdichte p (E) ist nichts anders als die kontinuierliche Version dies Entarungs-
grades py.
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Die Zustandsdichte lasst sich auch direkt berechnen iiber

L p?
Ey==[dpé|E—— 4.
o) =1 [aws(E- L) (1.50)
denn mit (4.77) wird daraus
L m L 1
E)=— E’ E—-FE)=—V2mE™ 2 4.81
p(B) = [ 4B\ [ 8 (8~ B) = L vamE (4.81)
Analog zu (4.80) folgt fiir N Teilchen mit 3N Freiheitsgraden
I\3N TN 2
E)=|— E - &=l 4.82
@ =(5) [ dp3N5< o (4.8

Mit p; = 2;v/E und 6 (az) = ﬁé (z) folgt daraus

L 3N 3N 2
p(E) = h) /dxl...dst 5| E (1— 22:7;;” (4.83)
3N 2
= E%_l /d.’)?l...dl'g,]v 1) [1 — Z;T:Lxl] (484)
x E%1 (4.85)

Die Zustandssumme fiir ein ideales Gas aus N Teilchen wird damit in Ana-
logie zu (4.78)

Zsn = / dE p(E)e PP (4.86)
x /dE E% e PE (4.87)

= /dE e PE +(% 1)l B (4.88)
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10 ,—x

5-10° F————=

v

0 10 X

N _—zx

zeigt schon fiir N = 10 ein sehr hohes scharfes Maximum
bei z ~ 10.

Die Funktion z*¥e™

Wie Abb. zeigt hat durch den starken Anstieg von F 21 das Integral ein
scharfes Maximum (bei dem Maximum E* des Exponenten ) fiir das gilt

d 3N
— |-BE — —1)logFE = 4.
dE{B +(2 )og }E* 0 (4.89)
d.h. N
Fir N > 1 ist B* gleich der mittleren Energie des idealen Gases
3N

Abb. zeigt, dass das scharfe Maximum in der Energieverteilung eine Konse-
quenz der grofSen Anzahl der Freiheitsgrade des Systems ist.
Wir berechnen nun allgemein die spezifische Warme C'

d

CZ@@)

(4.92)
eines Systems im Wirmebad der Temperatur 7" und zeigen, dass sie proportional

zu dem Schwankungsquadrat der Energie des Systems ist .
Nach (4.24) gilt allgemein

0 log Z (4.93)

(B) =735
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so dass folgt

0? d
_ CE.e—BE:

- L 0 2. Ef ‘ (4.95)

]CBT2 36 ZZ e~ PE;:
L (DB (S B ) - (BB t5)
kpT? (S5 0

_ 1 2 2
- kpT? (<E >_ <E> ) (4'97)

Fiir das ideale Gas gilt speziell (E) = 2XkpT d.h.
d 3N

Damit folgt,dass die relativen Energieschwankungen beim idealen Gas fiir
N>1 sehr klein werden

(B2)—(E)* VN 1
T — X = = Wi (4.99)

4.6 Quasiklassische Nédherung

Im Folgenden zeigen wir, dass fiir den Grenzfall der quasiklassischen Niherung,
bei der wir die Nichtvertauschbarkeit der quantenmecahnischen Operatoren ver-
nachléssigen, die Zustandssumme (und entsprechend auch die Mittelwerte) als
Integrale iiber den Phasenraum darstellbar sind. Die Niherung heisst ”quasi”-
klassisch, da bei der Integration iiber einen 2n-Dimensionalen Phasenraum stets
noch ein Vorfaktor (1/h)" bleibt , der fiir die richtige Abzdhlung der Zusténde
sorgt.

Wir betrachten zunichst in einer Dimension ein Teilchen der Masse m im
Potential V' mit dem Hamiltonoperator

A2

= f—m + V(@) (4.100)

und den Eigenzustéinden |i) die zu den Eigenwerten E; gehoren

Hli) = E; |i) (4.101)
Die Zustandsumme wird dann

7= e P =" (i|e M |i) = Spe~ o1 (4.102)

K2

Da die Spur unabhingig von der Basis ist®, konnen wir als Basis die Eigen-
zusténde
|p) (4.103)
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des Impulsoperators fiir ein freies Teilchen mit periodischen Randbedinungen
im "Volumen"L betrachten, fiir die gilt

plp) =plp)

Die Komponenten der Eigenwerte p = hk sind abzihlbar und es gilt nach
(4.34)

2
p= h%n; n=0,=+1,.. (4.104)
Damit wird mit

Z = Y (ple " p) (4.105)

- (5)faiiens
(@/@/mmewm@m

wobei wir schliefllich noch [ dx |z) (x| = 1 eingeschoben haben.
Jetzt machen wir die quasiklassische Ndherung und vernachléssigen fiir A <
a die Nichtvertauschbarkeit von p und x so dass gilt

N pz z ;[72 —
B _ o B(EHV@) _ sk -BV@ 4 o (h) (4.106)

Damit wird

S 132
e ) = (e me V@ q) (4.107)
= efﬁgefﬁv(p) (p| )
52 2
wobei wir (p|e P2 = e F%m (p| und e V) |z) = |z) e PV (@) verwendet
haben, um Operatoren durch Eigenwerte zu ersetzen.
Aus ... folgt damit

7= (’;) / dp / dz e=PE =BV (pl 2) (2] p) (4.108)

Mit
1

et P* (4.109)
VL

(x| p) =

erhalten wir daraus schliellich das - bis auf den Vorfaktor (%L)—
quasi-klassische Resultat

7z (i) / dp / dz e PV @] o) (4.110)

wobei die Zustandsumme in ein Integral iiber den Phasenraum umgewandelt
wird.
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Die Verallgemeinerung von (4.110) auf ein Gas von N Teilchen, die iiber
ein Potential V(&; — ;) wechselwirkenden - und sie sich auch noch in einem im
dueren Potential ¢ befinden kénnen - lautet mit der Hamiltonfunktion

N 5, N N
o o o o D; o o o
H (p1,...PN,T1...BN) = E %—F E V(& — %)+ E o (Z;) (4.111)
i=1 i i

1 3N
Z= <h> /dSNP/dSNw exp [~BH (py, ...PN, T1...Zn)] + O (h)  (4.112)

Diese Gleichung ist die klassische Ndherung des quantenmechanischen Aus-

drucks N
Z =Y e PP = "(i|e i) (4.113)

2

fiir die Zustandssumme.
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Kapitel 5

Erster Hauptsatz

Der erste Hauptsatz ist ein Erhaltungssatz fiir die Mittelwerte eines Vielteil-
chensystems.

Wir fiihren diese Mittelwerte ein, indem wir die kanonische Verteilung ver-
allgemeinern und ausser der mittleren Energie noch als zusétzliche Nebenbedin-
gungen die mittlere Teilchenzahl und das mittlere Volumen konstant halten und
dann die Entropie maximieren.

Wir erinnern an die Vorgehensweise (4.15) zur Herleitung der kanonischen
Verteilung bei der die mittlere Energie (E) fixiert wurde.

Es wurde die Entropie

S = —Zpi log p; (5.1)

mit den 2 Nebenbedingungen
dopi =1 (5.2)
dopBi = (B) (5:3)

(mit Hilfe der Lagrangeparameter Ag und A; ) maximiert. Das Resultat war

(4.18)
-\ E;

VA

€

P = mit Z = Ze"\lEi und \; =0 (5.4)

sowie

(B) = _aﬂ/\l log Z (5.5)

Wir halten jetzt zusétzlich die mittere Teilchenzahl (N) fest und gelangen
zur groflkanonischen Verteilung indem wir die Entropie (4.48)unter den 3

Nebenbedingungen
dopi =1 (5.6)

ZpiEi = (E) (5.7)
ZpiNi = (N) (5.8)

37
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mit Hilfe der Lagrangeparameter Ao ,A; und Ay maximieren. Analog zu
(4.48) erhalten wir dann

67)\1Ei7)\2Ni
p; = ~ mit Z = Zeﬂ\lEi*)‘?M und A\; = (5.9)
sowie
0
(E) “an log Z (5.10)
1o}

Es sollt hier betont werden, dass i einen Zustand bezeichnet, der zu ei-
ner bestimmten Energie mit einer Teilchenzahl N; gehort. Wir werden Z =
> e~ MEi=ANi gpiter noch fiir ein ideales Gas explizit berechnen.

Der Schritt zur verallgemeinerten groflkanonischen Verteilung erfolgt
dann, indem wir zusétzlich nur noch das mittlere Volumen fixieren. Wir maxi-
mieren also die Entropie (4.48)unter den Nebenbedingungen

dopio= 1 (5.12)
Z;Z-Ei = (E) (5.13)
ipiNi = (N) (5.14)
i:ini = (V) (5.15)

mit Hilfe der Lagrangeparameter Ay ,A; ,A2 und A3 und erhalten

e~ MEi—A2Ni=A3V;

pi = 7 mit Z =Y e MFiA2Niund ) = 8 (5.16)
sowie
0
0
(Vy = —ai)\?’ log Z (5.19)

Zur Herleitung des ersten Hauptsatzes betrachten wir nun die Boltz-
mann’sche Entropie des durch (5.16)beschriebenen Systems

S = —k:BZpilogpi (5.20)

(2

= kg Y _pi[MEi + XN; + AsVi] + kplog Z (5.21)
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Daraus folgt

dS = kgld\i (E) +dX\o (N) +dXs(V) (5.23)
+Aid (E) + Aad (N) + X3d (V) + dlog Z] (5.24)
Da gilt
N
dlog Z = ; (M log Z> d (5.25)
= —[dA(E) +dX2 (N) +drs (V)] (5.26)
erhalten wir aus (5.23)
dS = kp[Md(E) + A2d (N) + A3d (V) (5.27)
Mit Ay =8 = kE%T und den Definitionen
o = —uB (5.28)
Az = ppB (5.29)

erhalten wir indem wir fiir die Mittelwerte der Einfachheit halber nur noch
die Buchstaben schreiben

(B) = E (5.30)
(N) = N (5.31)
vy = V (5.32)
ds = %[dE — pdN + pdV] (5.33)

Durch Umordnen folgt daraus der "Erste Hauptsatz"den wir als Ener-
giesatz fiir Mittelwerte"bezeichnen kénnen

dE = TdS + pdN — pdV (5.34)

d.h. in Worten:Die Anderung dE der mittleren inneren Energie erfolgt durch
Teilchenzufuhr dN Volumenénderung dV und Entropiednderung dS.
Dabei sind.

(a) p das "Chemische Potential" das die Energieinderung dE angibt,
wenn bei festgehaltener Entropie (dS = 0)und bei festgehaltenem Volumen
(dV = 0)dem System ein Teilchen zugefiigt wird.

dE = pdN (5.35)

(b) p ist der Druck, der die Anderung der Energie angibt, wenn bei fest-
gehaltenerEnropie und bei fester Teilchenzahl das Volumen variiert wird.

dE = —pdV (5.36)
pdV = (pF)dx = Kraft x Weg (5.37)

(c) Bleibt die Frage was ist TdS ?
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.

Ein ideales Gas expandiert in einem Wirembad mit der Temperatur 7.

Wir betrachten hierzu das Verhalten der Entropie eines idealen Gases

n

=kgN B +1log (A™%) + log <z‘\/r>} (5.38)

wenn das Gas bei festgehaltener Temperatur d.h. wie in Abb. dargestellt in
einem Wirmebad expandiert:
1. Volumenénderung:
Vo — Vi (5.39)

2. Entropieéinderung :

Sl — So = kBNlOg (3) (540)
0

3.Die vom idealen Gas geleistete Arbeit (Molekiile klopfen und driicken Kol-
ben raus) wird wenn wir die Zustandsgleichung des idealen Gases pV = NkgT

verwenden v v
! % Vi
/ pdV = NkgT / — = NkgTlog (1) (5.41)

Vo vo V Vo

4. Die Anderung der inneren Energie F = %kBT des Gases ist bei fetge-
haltener Temperatur Null:
dE =0 (5.42)

5. Die Warmemenge, d.h. die Energie Q1 — Q¢ die dem Wirmebad entnom-
men wurde, ist gleich der geleisteten Arbeit

Vi
Q1 — Qo = NkpT'log (1) (5.43)
Vo
Aus dem 1. Hauptsatz folgt
Vi 1"
— Sy =kpN1 — == d .44
S1— S0 =kp Og(Vg) T/VOPV (5.44)
und mit erhalten wir
1M Q1 — Qo
= dV = ——— 5.45
v - (5.45)
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woraus schliefflich die Verbindung der Entropieiinderung mit der, dem Wiir-
mebad entnommenen Wirmemenge folgt

Vi AQ
AS =kpN1 — | =— 5.46
B1V 108 (Vo ) T ( )
Der erste Hauptsatz erhilt damit die Form
dE = dQ + pdN — pdV (5.47)

dh. die Anderung der inneren Energie erfolgt durch Anderung der zugefiihr-
ten Warememenge oder durch Teilchenzahlénderung oder durch Volumenén-
derung.



